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THERMISCHER EINLAUF IN AUSGEBILDETER LAMINARER
ROHRSTROMUNG

U. GRIGULL und H. TRATZ
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(Eingegangen: 18 November 1964, in revidierter Auflage 21 Dezember 1964)

Zusammenfassurg—Fiir konstante Wandtemperatur, konstante Warmestromdichte und linear anstei-

gende Wandtemperatur wurden die Temperaturprofile als Funktion der Rohrlinge numerisch mit

hoherer Genauigkeit als bisher berechnet. Fiir einige der hieraus berechneten Nusseltzahlen wurden

Niaherungsgleichungen angegeben. Bei linear ansteigender Wandtemperatur durchlduft die Nusseltzahl
ein Minimum.

FORMELZEICHEN
a, Temperaturleitfahigkeit [a == A/(p * ¢p)];
spezifische Wairmekapazitit bei kon-
stantem Druck;
d, Rohrdurchmesser d == 2rg;
Wirmestromdichte an der Wand;
r, radiale Koordinate;
ro, Rohrradius;
R, ¥ / to,
w, Stromungsgeschwindigkeit;

wm, mittlere Strémungsgeschwindigkeit;
W, w/wn;

x, achsiale Koordinate;

X, xfro;

Z, 103x/(d- Pe);

a, Wirmeiibergangskoeffizient;
n,  Viskositit;

#,  Temperatur;

#q, Temperatur in der Rohrachse;
P, Mischtemperatur;
&, Wandtemperatur;
#o, Anfangstemperatur fiir x < 0;

b, (@ —du)/(Do — Pu);

ba, (Fw — N/ — Pa)o;

by, (Pw— ?90)0/ (P — Pa)oos

A, Wirmeleitfahigkeit;

v,  kinematische Viskositit (v = 5/p);
p, Dichte;

Nu = a d/A, Nusselt-Zahl;

Pe = wy, d/a, Péclet-Zahl.

UNTER thermischem Einlauf versteht man die
Entwicklung des Temperaturprofiles einer Kanal-
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stromung unterhalb der Stelle, an der die
thermische Einwirkung beginnt.

Dieser thermische Einlauf kann mit dem
hydrodynamischen Einlauf, also der Entwick-
lung des Geschwindigkeitsprofiles, rdumlich
zusammenfallen, er kann sich auch in hydro-
dynamisch ausgebildeter Strémung abspielen.
Dieser letztere Fall wird im folgenden betrachtet.

Setzt man voraus, dass die Stoffgréssen nicht
von der Temperatur abhingen und dass Wirme-
leitung in Stromungsrichtung ebenso wie die
Reibungswirme zu vernachlissigen sind, so
lautet die Differentialgleichung der Temperatur
& bei laminarer Rohrstrémung in dimensions-
losen Koordinaten X = x/rp und R = r/re wie
folgt [1]
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Hierin ist wy, die mittlere Stromungsgeschwin-
digkeit, 7o der Rohrradius und W = w/wy die
dimensionslose Geschwindigkeit.

In ausgebildeter laminarer Rohrstromung ist
die Geschwindigkeit nach Hagen und Poiseuille
parabolisch iiber den Querschnitt verteilt geméss
der Gleichung

W=2(— R® 1))

Setzt man diese Beziehung in Gl. (1) ein und
fithrt ferner die Abkiirzung

Wi Fofa = Pef2
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ein, so erhilt man die Gleichung
o
iR

1 e o)
N — Ry
Rop Pl —Riz O
Die thermische Einwirkung auf die hydro-
dynamisch ausgebildete Strémung soll an der
Stelle x = O beginnen, so dass die Anfangsbe-
dingung lautet:

P =% —=const fir X <O0und0 < R<1

da die Fliissigkeit oberhalb des Beginns der
thermischen Einwirkung gleichmissig tempe-
riert ist.

Bei der Randbedingung fiir X >0 und
R =1 lassen sich 3 Fille gemiss folgender
Zusammenstellung unterscheiden:

Randbedingung II ¢, = — A (d#/dR), = const
Randbedingung 11T d#/d X = const

Hierin bezeichnet der Index w die Wand, also
die Stelle R = 1. Randbedingung I, die konstante
Wandtemperatur, entspricht einem sehr hohen
Wirmeiibergangskoeffizienten ausserhalb des
Rohres, wie er z.B. in siedenden oder kondensie-
renden Medien erreichbar wire. Dieser Fall
wird auch Graetz-Nusselt-Problem genannt [6,
7]. Randbedingung II, konstante Wirmestrom-
dichte an der Wand, lésst sich mit elektrischer
oder nuklearer Beheizung erreichen und spielt
daher besonders bei thermischen Reaktor-
problemen eine Rolle. Randbedingung 111, die
linear mit der Rohrlinge ansteigende Wand-
temperatur, hat vorwiegend theoretisches Inter-
esse, Sie kann beim Gegenstromwirmeaus-
tauscher verwirklicht sein.

Fiir einige der vorstehend genannten Einlauf-
probleme liegen bereits numerische L&sungen
vor [6] bis [10]. Da zur Auswertung eigener
Versuche iiber den Wirmetibergang in laminarer
Rohrstromung die genaue Linge des ther-
mischen Einlaufs bendtigt wurde, wurden diese
Profile und die Wirmeiibergangskoeffizienten
fiir alle 3 Randbedingungen erneut mittels
elektronischer Rechenautomaten berechnet. Die
benutzte Methode und die Ergebnisse sind im
folgenden mitgeteiit.
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DIFFERENZENGLEICHUNGEN
Zur numerischen Integration der Differential-
gleichung (3) wurde diese in eine Differenzen-
gleichung [2] verwandelt. Fiir die zweite Ablei-
tung (¢29/0R?) erhiilt man

24 SX e DA RY
A% IR an — 2 T DY

AR AR? @

wenn der Index die radiale Koordinate (R) und
der Exponent die achsiale Koordinate (X)
bedeuten.

Fiir die erste Ableitung (09/0R) wird der
zentrale Differenenzenquotient

éé’ — V2an "_"?}gﬁ_‘\n
AR JAR

und fiir (84/0X) der vordere Differenzenquotient

AG  PFTAY . px
Ax~ " A¥ ©

eingefithrt. Obwoh! der zentrale Differenzen-
quotient genauer ist, wurde hier der vordere
gewihlt, der hinsichtlich der Fehlerfortpflan-
zung geeigneter ist [3]. Damit ldsst sich Gl. (3)
in folgender Form als Differenzengleichung
schreiben:

X 95 X
’91:-:»;31: — 208 + ??R/;\If

)

ry S o
i . Py an 39;:;7&

AR? "R 2AR
_ ) UETE i
—Pe(l - R)-E T ()

Lost man Gl. (7) nach 83 "4¥ auf, so erhilt man
eine lineare Beziehung zwischen den Tempera-
turen an der Stelle X + AX und denen an der
Stelle X

OF FO% = by an + F0F + 55 _an (8)

Hierzu haben die Funktionen [ folgende
Bedeutung

AX 11
A= R P = 1 (ﬁ+§ﬁ) ©
fo=1 20X (10)

T AR Pe(l — RY)

B AX 1 1
ﬁ“KFPe(l—Rz) (ﬁ‘ﬁ
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Sind die Temperaturen an der Stelle X bekannt,
so konnen mit Hilfe von Gl. (8) die Tempera-
turen an der Stelle X 4 A X berechnet werden.

ANWENDUNG DES DIFFERENZENVERFAHRENS
Die Schrittweiten AR und AX koénnen nicht

unabhéngig voneinander gewihlt werden. Wegen

der Stabilitdt der Losung muss die Bedingung

0<fa<1

gelten [4, 5]. Das grosstmogliche AX erhidlt man
mit f2 = 0 aus Gl (10)

AX = AR?- Pe

(12)

Damit dieser Wert im ganzen Bereich nicht
iiberschritten wird, setzen wir in Gl. (12)
R=1—AR, da an der Wand (R=1) die
Temperatur durch die Randbedingung vorge-
schrieben ist. Damit erhalten wir

2—AR
AX = AR3 - Pe

(13)

Aus dieser Gleichung lisst sich fiir ein gewéhites
AR das noch zuldssige AX berechnen. Damit
lassen sich auch die Funktionen f; bis f3 nach
Gl (9) bis (11) fiir jeden Wert R angeben, mit
deren Hilfe das Temperaturfeld nach Gl. (8)
schrittweise berechnet werden kann. Am Beginn
der thermischen Einwirkung (X = 0) ist gemiiss
der Anfangsbedingung

Priar =Vr = FIr—pr =70

Damit wird z.B. die Temperatur an der Stelle
AX:

P = (i + fo+ f3)

Ausser dem Temperaturprofil interessiert vor

allem der ortliche Wirmeiibergangskoeffizient a,

der sich aus dem Wandgradienten durch die
Beziehung

__A@9/or)w]  Alrol(80/0R)w)

berechnen l4sst. Hierin ist #a die Mischtempera-
tur, im allgemeinen Falle durch die Gleichung
_Jpprcpd-w-dF
 faprcprw-dF

P (15)

definiert, in der F den durchstromten Quer-
schnitt bedeutet. 7 stellt sich in einem adiabaten
Mischungskalorimeter ein, das dem betrachtetem
Querschnitt nachgeschaltet ist. Beim Kreisrohr
und im Falle konstanter Stoffgréssen erhilt man

1
=29 W-R-dR (16)
0
Dieses Integral kann nach der Methode von
Simpson numerisch berechnet werden.

Zur Berechnung des Temperaturgradienten
(23/0R)y wurde der Temperaturlauf in Wand-
ndhe durch eine Parabel angenidhert, die die
Temperaturen an der Wand und an den Stellen
R=1—ARund R =1 — 2AR enthilt und die
Form

Pr=a-+ b1l — R)+ (1 — R?2
hat.
Die Konstanten a, b und ¢ kénnen aus den
Koordinaten der drei angegebenen Punkte be-
rechnet werden. Aus der obigen Parabel-

gleichung erhdlt man fiir den Wandgradienten
der Temperatur den Ausdruck

of
(ﬁ%:“b

oder, wenn die Konstante b nach dem angege-
benen Verfahren berechnet wird

o9 — 1, .
(ﬁ)w T 2AR (491 _ar — 395 — %1 aan
)

Aus den Gl. (16) und (17) kann man auch die
ortliche Nusseltzahl geméss der Gleichung

o4 _ 20@0/2R]
U= )\ - ’19'1,0 _'19‘M
berechnen, in der d= 2r¢ den Rohrradius
bedeutet. Sie ist also im wesentlichen der Quotient
aus dem lokalen Wandgradienten und der
lokalen Differenz zwischen Mischtemperatur
und Wandtemperatur.

Alle Rechnungen wurden auf einem Digital-
rechner Siemens 2002* durchgefiihrt. Fiir die

(18)

* Die Verfasser danken den Siemens-Schuckert-
Werken, Erlangen, fiir die zur Verfiigung gestellte
Rechenzeit.



672

Temperaturprofile wurde der Rohrradius in 50
Teile zerlegt, also R == 0,02 gewihlt. Im folgen-
den werden die Ergebnisse der Rechnung
mitgeteilt.

KONSTANTE WANDTEMPERATUR
(Graetz-Nusselt-Problem)

Den Temperaturverlauf als Funktion von
Radius und Rohrlinge nach einer sprung-
haften Anderung der Wandtemperatur in ausge-
bildeter laminarer Rohrstromung (Graetz—Nus-
selt-Problem) zeigt Abb. 1 in perspektivischer
Darstellung,

AsB. 1,

U. GRIGULL und H. TRATZ

Hierin sind folgende dimensionslose Koordi-
naten gewihlt

Temperatur 8 == (§ — $)/{Fo — Pw)
Radius R =r/ry
Rohrlinge Z = 10% x/(d - Pe)

Es ist also die lokale Uber- oder Untertempera-

tur gegeniiber der Wand (% — 9y) auf den
Temperatursprung der Wandtemperatur

Bo — Buw)
an der Stelle x = Z = 0 bezogen. Die beiden

Thermischer Einlauf bei 8, = const {(Graetz-Nusselt-Problem) Perspektivische Darstellung des
Temperaturfeldes.
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Asn. 2. Graetz—-Nusselt-Problem. Schnitt durch das Temperaturfeld in Achsrichtung. Die gestrichelte Kurve
bedeutet die lokale Mischtemperatur.

senkrechten Schnitte durch das Temperaturfeld

sind in Abb. 2 und Abb. 3 wiedergegeben. Man

erkennt den Abbau des zunfchst rechteckigen

Temperaturprofiles von Rande des Feldes her. In

Abb. 2 ist auch die lokale Mischtemperatur als

Funktion der Rohrliinge als gestrichelte Kurve
1 AT
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eingetragen und zwar in der Form (&ar — $uw)/
(fo — Dw), wobei #ar nach Gl. (16) definiert ist.
Die lokale Nusselt-Zahl als Funktion der
Rohrlinge, definiert nach Gl. (18), ist in Abb. 4
dargestellt. Sie strebt dem konstanten Endwert

Nuw = 3,655 ~ 3,66

zu. Ausserdem ist die mittlere Nusselt-Zahl
Nup, zwischen x = 0 und x eingetragen. Diese
ist im wesentlichen der Quotient aus der bis zur
Stelle x iibertragenen Wirme und dem logarith-
mischen Mittel der Differenz zwischen Misch-
und Wandtemperatur*

Po — Om
08 = T 0 — Bufor — ]
Danach gilt
Pe ’9’0 Sy d-Pe, Hg— Oy
Num - 2X A’ﬁlog = 4x In’l?‘lu — ’t?w (19)

Hier wie iiberall bedeutet a4 die ortliche Misch-
temperatur. Die so definierte mittlere Nusselt-

85 10

,‘?—b

AsB. 3. Graetz-Nusselt-Problem. Schnitt durch das
Temperaturfeld in radialer Richtung.

* Beim Vergleich mit anderen Arbeiten ist zu beachten,
dass der Wirmeiibergangskoeffizient auch mit dem
linearen Mittelwert (8o + 8ar — 28w)/2 oder mit dem
Temperatursprung (8o — 9) gebildet werden kann.
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/JW = const

"'"T"/ -9, const

SR F S
15 20 30 S0 70 00 1se

J —

AgBB. 4. Lokale und mittlere Nusselt-Zahlen bei %, = const und g = const.

Zahl strebt dem Endwert 3,66 sehr viel lang-
samer zu, als die lokale Nusselt-Zahl. Selbst bei
Z = 100 hat sie noch den Wert 4,15 und ist
damit um 13 Prozent hoher als der Endwert.

Unsere Werte fiir die lokale Nusselt-Zahl
stimmen mit denen von Lipkis [2] iiberein, die
aus einer verbesserten Gleichung von Graetz
berechnet wurden. Wie bereits Lipkis zeigte,
liefert die Niherungslosung von Lévéque, die
fiir den Beginn des thermischen Einlaufs ab-
geleitet wurde, schon fiir Z = 1 zu hohe Nusselt-
Zahlen.

KONSTANTE WARMESTROMDICHTE

Herrscht von der Stelle x =0 ab an der
Rohrwand die konstante Wirmestromdichte
qw, so steigt unter den gemachten Voraus-
setzungen (temperaturunabhingige Stoffgrossen,
keine Lingswirmeleitung) die Mischtemperatur
der Fliissigkeit linear mit der Rohrldnge an
gemiiss der Beziehung

dx

Da diesser Ausdruck mit der aus Gl. (16)
berechneten Mischtemperatur iibereinstimmen
muss, eignet er sich zur Berechnung der Wand-
temperatur und zwar nach folgendem Verfahren:
Bei der Berechnung der Temperatur 4% aus
den Temperaturen #X-2X wird das zunichst

angenommene % —4% so gedndert, dass ¢, nach
Gl. (16) gleich jenem nach Gl. (20) wird. Damit
hat man die richtige Wandtemperatur 42 ~4%¥ und
alle iibrigen Temperaturen #¥ ermittelt. Wegen
des linearen Zusammenhangs zwischen #% und
#X4~X bei der Anwendung der Methode von
Simpson geniigt ein Iterationsschritt.

Nach einer hinreichend langen Rohrstrecke ist
das Temperaturfeld ausgebildet, d.h. nicht nur
die Mischtemperatur, sondern die Temperaturen
auf allen Radien einschliesslich der Wand-
temperatur dndern sich linear mit der Rohr-
linge. In diesem Bereich hidngt die rechte Seite
von Gl. (3) nur von R ab, so dass aus der par-
tiellen eine gewohnliche Differentialgleichung
wird, die sich leicht 16sen lidsst [11, 1}. Zwischen

Wirmestromdichte und Temperaturanstieg
besteht die Beziehung o

d? 2qupd

dX  X-Pe @

Bei ausgebildetem Temperaturprofil, also im
Grenzfall fiir x = oo, betrdgt die Differenz
zwischen Wandtemperatur $#» und Temperatur
in der Rohrachse 9,
39wd
I

Dieser Ausdruck kann aus gegebenen Grossen
berechnet werden und eignet sich daher als
Bezugstemperatur bei der Darstellung der

(22)
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ABB. 6. ¢ = const. Schnitt durch das Temperatuxfeld in Achsrichtung. Die gestrichelte Kurve bedeutet
die lokale Mischtemperatur.

Ortlichen Temperatur. In Abb. 5 ist das Tempera-
turfeld perspektivisch, in Abb. 6 und 7 in zwei
senkrechten Schnitten dargestellt unter Ver-
wendung folgender dimensionsloser Koordi-
naten:

Temperatur 8 = (w — D/ Bw — Fa)o
Radius R =r|ro
Rohrlinge Z = 103x/(d - Pe)

Wegen der vorgeschriebenen Wirmestromdichte
qw und damit des Wandgradienten unterscheiden
sich die Profile wesentlich von denen der Abb. 1
bis 3 mit ¢y = const. Das Profil ist etwa bei
Z =100 ausreichend genau ausgebildet, wie
man aus Abb. 6 und 7 erkennt. In Abb. 6 ist
noch der Verlauf der Mischtemperatur ¢ in der
Form (%w — Oum)/(fw — Pa)w als gestrichelte
Kurve eingetragen. Ihr Endwert errechnet sich
aus dem ausgebildeten Temperaturprofil zu
11/18 = 0,611.

Aus diesem Profil kann man auch den End-
wert der Nusselt-Zahl zu Nua = 48/11 = 4,364
berechnen [11, 1]. Die 6rtliche Nusselt-Zahl ist
in Abb. 4 als Funktion der Rohrlinge darge-
stellt. Da bei der Randbedingung ¢, = const
der auf der Rohrlinge x iibertragene Wirme-

ABB, 7. g»w = const. Schnitt durch das Temperaturfeld in
radialer Richtung.

strom durch g, 7+d- x gegeben ist, besteht kein
Bediirfnis nach einer mittleren Nusselt-Zahl,
denn auch der Verlauf der Mischtemperatur
kann aus Gl (20) einfach berechnet werden.
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WANDTEMPERATUR LINEAR VERANDERLICH

Eine linear mit der Rohrlinge verdnderliche
Wandtemperatur fiihrt in thermisch ausgebil-
deter Stromung auf das gleiche Temperatur-
profil wie die konstante Wirmestromdichte gu.
Infolgedessen hat auch die Nusselt-Zahl den
Endwert Nuo = 4,364. Im Gebiet des ther-
mischen Einlaufs unterscheiden sich die beiden
Fille.

Die linear veréinderliche Wandtemperatur
(d¥w/dx = const) kann an der Stelle x = 0 mit
der dort herrschenden Wandtemperatur iiber-
einstimmen (fiir x < 0 gilt ¢ = %y = S = Do),
oder es kann bei x = 0 ausserdem ein Tempera-
tursprung an der Wand (#y, — )0 herrschen.
Zur Kennzeichnung derartiger Fille fithren wir
das Temperaturverhiltnis

fo = (D — Po)o/(Pw — Pa)eo

ein, in welchem der Sprung der Wandtemperatur
auf die im voraus berechenbare Temperatur-
differenz bezogen ist. Hierzu dient die aus Gl.
{21) und (22) folgende Beziehung

3 Pe d’ﬂ'w
(Q?w - ’l?'a)oo - "'i’g“ ﬁ (23)

Mit &g als Parameter ist in Abb. 8 die &rtliche
Nusselt-Zahl fiir die Randbedingung dd./dx
= const als Funktion der Rohrléinge dargestelit.
Dabei zeigt sich deutlich der Einfluss des
Temperatursprungs bei x == 0. Bei einem kleinen
Sprung (0 << 8y < 1) erreicht die Nusselt-Zahl
monoton den Endwert 4,364. Bei einem grossen
Sprung (8 > 1) durchliuft sie ein Minimum
und erreicht z.B. bei 8§ = 50 nahezu den Kleinst-
wert 3,66, den Endwert von Nu fur die Rand-
bedingung 4, == const.

Hier iiberwiegt also am Rohranfang der
Einfluss des Graetz—Nusselt-Problems. Die
Grenze zwischen den beiden Fillen liegt nicht
genau bei 6y = 1, sondern etwas darunter. Mit
steigendem @ steigt auch die Einlauflinge, bei
o = oo (Graetz-Nusselt-Problem) wiirde die
Kurve fiir Nu genau den Endwert 3,66 erreichen
und beibehalten, 6y kann auch negative Werte
annehmen, dieser Bereich wurde von uns nicht
untersucht.
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ABB. 8. Wandtemperatur linear mit der Rohrlinge ansteigend. Lokale Nusselt-Zahlen.
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NAHERUNGSGLEICHUNGEN FUR DIE
NUSSELT-ZAHLEN

Fiir den praktischen Gebrauch wurden fiir den
Verlauf der Nusselt-Zahlen iiber der Rohrlinge
Niherungsgleichungen aufgestellt, deren Ergeb-
nisse fiur Z > 1 nicht mehr als 0,5 Prozent von
den mit dem Digitalrechner bestimmten Werten
abweichen. Fiir die Ortlichen Nusselt-Zahlen
bewihrte sich die Gleichung

b
Nu — N U = m
Darin ist Z = 103 x/(d- Pe) die dimensionslose
Rohrlinge. Die Konstanten sind in der folgenden
Tabelle fiir zwei Randbedingungen zusammen-
gestellt.

9 = const qw = const
Nuwo 3,655 4,364
b 6,874 8,68
¢ 0,0572 0,041
n 0,488 0,506

Die mittlere Nusselt-Zahl fiir die Randbedin-
gung 4y = const, gebildet mit der logarith-
mischen mittleren Temperaturdifferenz nach Gl.
(19) liess sich durch folgende Gleichung wieder-
geben

U. GRIGULL und H. TRATZ

42,1

Num = 3,655 + Z064(69,0 - Z1.64)0,301

Auch hier sind fiir Z 22 1 die Abweichungen
nicht grosser als 0,5 Prozent.
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Abstract—For constant wall-temperature, constant heat flux and a linear increasing wall-temperature

the temperature profiles were numerically computed as a function of the tube length, with greater

accuracy than achieved hitherto. For a few Nusselt numbers, approximation equations are presented,
For linear increasing wall-temperatures the Nusselt number passes a minimum.

Résumé—Les profils de température pour une température pariétale constante, un flux de chaleur

constant et une température pariétale croissant linéairement ont été calculés numériquement en

fonction de la longueur du tube, avec une plus grande précision que ce qui avait été fait auparavant.

Des équations approchées ont été présentées pour quelques nombres de Nusselt. Pour des tempéra-
tures croissant linéairement, le nombre de Nusselt passe par un minimum.

Anmnorauus—/lisA I0CTOAHHOrO 3HAYEHHMA TEMIIEPATYPHl CTEHKH, TEIIOBOI'0 MOTOKA U IS

JHHEeMHO BOBpacTaolleil TeMIepaTyphl CTEHKM [JaH YHCIEHHBU pacyer TeMIePaTyPHLIX 1po-

¢umneit B 3aBuCUMOCTH OT AIiHbL TPy Obl. TOYHOCTD pacyeTa NPEBHIIANA H3BECTHYIO [0 CHX II0D .

I HECKOIB KX 3HAYenuit kKpuTepnsa HyccessTa nmpegcraBiessl NPUGINKeHHEEe YPaBHEHUA,

IIpn anHetHO BO3pacTAOMUX BHAYEHMAX TEMIIEPATYpHl cTenkn Kpurepuit Hyecemsra mveer
MOHHMYM.



